Terminale ~ Spécialité mathématique
Suites numériques (2)

Limite d'une suite

Quelques exemples

On considere les trois suites ci-dessous :

(= 2)"

ou, =3+

n
ov, =n?
ow, = (=1)"

Nous pouvons décrire le comportement de ces suites en émettant les conjectures suivantes :
o (uy,) semble pouvoir étre du nombre 3.

o (vy,) semble pouvoir étre
o (wn) prend

On peut donc dire que :
o (uy,) semble posséder

o (vy,) semble
o (wy) lorsque 72 grandit.

De maniére, plus synthétique, on pourrait noter :

Il n'y a aucune écriture pour ('wn) car cette suite ne posséde pas de limite.

Définitions

On note alors :



Sur le graphique ci-contre, nous pouvons voir qu'a partir d'un certain rang tous les termes
de la suite semblent étre dans l'intervalle délimitant la zone coloriée aussi petite soit elle.
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Les suites non convergentes sont dites et certaines suites divergent vers

Définition 2

On note alors :

123 Exemples

e lim n?= « lim /n= e lim 1 =
n—-+o00 n—+oo -
n—+oo n,

Soit (y, ) la suite définie pour tout entier 1 par U, = n® + 1 et A un nombre réel.

1. Déterminer le sens de variation de la suite (, ).
2. Ecrire un algorithme Python comportant une fonction qui retourne le premier rang a partir duquel tous les termes de la suite
sont plus grand que A.

Correction

i

1. La fonction f définie par f(z) = o3 + 1 est



1.4

Limite d'une somme

JHm un ¢ | £ | £ |+oo|—o00|+o0
nL“f@”n ¢ |4o00|—00|+00|—00|—00

lim wu, + v,
n—-+oo

Remarque 5

« f.i » signifie et qu'il faut fournir des efforts supplémentaires pour donner la limite. En effet lorsqu'une suite
(un) diverge vers 400 et une suite ('Un) vers —0OQ, on ne peut connaitre sans calculs préliminaires la limite de (un + vn).

Voici plusieurs situations :

¢ Pour tout entier 12, on pose U,, = n? + 1et UV, = —n?. On abien :
lim wu, = et lim v, =
n—-+00 n—-+00

Par ailleurs : lim wu,, + v, =
n—-+00o

¢ Pour tout entier 12, on pose U,, = n? + net Uy, = —n2. On abien :
lim u, = et lim v, =
n—-+00 n—-+00

Danscecas: lim wu, + v,
n—-+00
2 2

e Pour tout entier 12, on pose Up, = N° et UV, = —N° — M. On a bien :

lim u, = et lim v, =
n—-+o00o n— 400

Etenfin: lim wu, + v,
n—-+00

Nous voyons donc bien que la suite (un + vn) peut avoir n'importe quelle limite sous ses hypothéses. Il sera donc nécessaire de
déterminer la limite dans cette situation apres quelques calculs.

Limite d'un produit

Jim £ | £#0 |00 ]| 0
’I'LEIPOO Un él oo o0 o0

lim u, X v,
n—oo

Remarque 6

Pourlecasou lim wu, = ocoet lim w, = 00, on ne précise pas dans ce tableau si ce sont des + ou — I'infini. La limite du
n—-+00 n—+00

produit divergera vers 0O en appliquant
On utilise cette regle dans I'exemple suivant :



lim (3 —n?)(—4n® —n+1) =

n—-+0o0o
Eneffe, lim 3 —n? = et lim —4n® —n+1=
n—-+00 n——+oo
On obtient le résultat en appliquant la regle sur de limites précédente.

Limite d'un quotient

lim u
n—+00 " e e o0 o0

Jm vn 0#0 | oo | £ | 0o

n—+00 U,

)
On cherche a déterminer : lim ———.
n—+oo 3 + \/ﬁ
) . 5
On a: nl—1>I—Poo 3+ \/_ = et donc d'apres la régle sur les de limites on obtient : nl—lgloo m =

Limites et comparaisons

Preuve
On considére un intervalle ouvert de la forme

On cherche a démontrer qu'a partir d'un certain rang,
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Dans le graphique précédent nous pouvons observer deux suites encadrer une troisiéme. Et puisque les deux premiéres convergent
vers £, la suite comprise entre les deux se trouve coincée et doit, elle aussi, converger vers L.

Cette propriété est également connue sous le nom imagé de "théoréme des gendarmes", ou plus prosaiquement théoréme
d'encadrement des limites.

D"

Déterminons la limite de la suite (wy, ), définie pour n € N* par u,, =
n

Pour tout entiernn > 1 :

. . -1 ) 1
Or,onsaitque lim — = et lim — =
n—+oo N n—+oo M

Ainsi, d'apres le théoréeme

Comportement des suites arithmétiques et géométriques

Preuve

On sait que : Up41 donc

Par ailleurs, u,, =

Ainsi,sir >0 lim n x r= et,sir <0 lim nxr=
n—-+00 n—-+oo

Pour démontrer cette propriété nous aurons besoin du résultat suivant appelé inégalité de Bernoulli :

Preuve du lemme
Procédons par récurrence sur 7.



Initialisation

Hérédité

Le passage de l'avant-derniére a la derniére ligne se justifie par le fait qu'un nombre a qui I'on retire une quantité positive (ici naz)
devient

Conclusion

Preuve de la propriété sur les suites géométriques de raison ¢ > 1

On note (un) une telle suite, et nous avons :

Ainsi, la raison étant en particulier positive, tous les termes de la suite seront
Et puisque
La suite (uy, ) est bien

Pour déterminer la limite de (un), il nous suffit de faire la remarque suivante :

Or, pour tout entier 7, Uy, . C'est-a-dire :
On a, donc lim 1+ na=
n—-+00
lim wu, =
n—-+o0o
Si , lim wu, =

n—-+oo



o lim 3,1" =

n—-+o0o

o lim —3x(0,8)" =
n—-+o0o

e lim (—0 2)" —  al'aide du théoréme d'encadrement
n—+o0o

e La suite géométrique (u,,) de premier terme 1 et de raison —2, 6 est telle que u,, =

On peut synthétiser les résultats précédents dans les tableaux ci-dessous :

g<-1|-1<g<llg=1|g>1 g<0 |0=g<l]g>1
sens de
lim qn variation de
n—+oo (qn)
g>1|g>1 g<0 0<g<1|0<g<l|g>1let| g>1let
_1<q<1 q:1 ot et etu0>0 etu0<0 U0>O UO<0
up >0 uo <0 sens de
variation
de
(wog™)

Convergence et monotonie

Preuve de la propriété 8

Preuve de la propriété 9



Preuve de la propriété 10

Soit (un) une suite

Toute suite majorée posséde une nous admettrons ici qu'il en existe

On veut démontrer que (uy,) converge vers

Soit I un intervalle contenant On cherche a montrer qu'a partir d'un certain tous les termes de la suite sont
Or, puisque [ est et qu'il contient M, il existe un réel

Preuve
Nous allons raisonner par en supposant le de ce que nous voulons démontrer, et en arrivant ensuite a



